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ИССЛЕДОВАНИЕ ДРОБНОГО УРАВНЕНИЯ КОНВЕК-
ЦИИ С ЧАСТНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ КАПУТО МЕТОДОМ
ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ
The Cauchy problem for the linear differential equation with the Caputo
partial derivative of fractional order α > 0 with respect to time is investigated.
The equation under consideration generalizes the convection equation and
the fractional diffusion-wave equation. Using direct and inverse Laplace and
Fourier transforms, a solution in closed form of the above problem is established.
В последние годы возрос интерес к исследованию дифференциальных
уравнений с частными дробными производными, обобщающих класси-
ческие уравнения в частных производных, такие как уравнение тепло-
проводности, волновое уравнение и др. Это обусловлено их обширными
применениями в задачах физики, химии и других прикладных наук, в
частности, приложениями к процессам субдиффузии и супердиффузии
(см. историческую справку и обзор результатов в [1, гл. 7]).

















(x, t) – частная дробная производная Капуто порядка α > 0


















(x ∈ R, t > 0, α > 0, n = − [−α]) , (2)














u (x, τ) dτ
(t− τ)α−n+1
(x ∈ R, t > 0, α > 0, n = − [−α]) .
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Для натуральных значений α = n∈N дробная производная Капуто

















(x ∈ R, t > 0) . (3)
Поэтому уравнение (1) называют дробным уравнением конвекции.





(x, t) = λ2
∂2u
∂x2
(x ∈ R, t > 0, α > 0, λ > 0) , (4)
которое было исследовано в работах [4–6].
В [7] получен алгоритм решения нелинейного дробного уравнения






+ Ψ (u) + f (x, t) (0 < x < 1, 0 < α ≤ 1, t > 0) .
Настоящая работа посвящена решению задачи Коши для уравнения
(1) произвольного положительного порядка α с начальными условиями
∂ku
∂tk
(x, 0+) = fk (x) (k = 0, ..., n− 1; n = − [−α] , x ∈ R) . (5)
Для решения рассматриваемой задачи применяется метод интеграль-
ных преобразований. Используем преобразование Лапласа функции u (x, t)
по переменной t
(Ltu) (x, s) =
∫ ∞
0
e−stu(x, t)dt (x ∈ R, s ∈ C) (6)
и преобразование Фурье по переменной x
(Fxu) (σ, t) =
∫ ∞
−∞
eiσxu(x, t)dx (σ ∈ R, t > 0), (7)



















e−iσxu(σ, t)dσ (x ∈ R, t > 0), (9)
где γ∈R – фиксированное действительное число. Свойства прямых и об-
ратных преобразований Лапласа и Фурье и описание классов основных
и обобщенных функций u(x,t), для которых эти преобразования опреде-
лены, можно найти в [8, гл. 1, 2], [9, §3, 4], [10, гл. 1, §1]. В частности,
операторы (6), (8) и (7), (9) взаимно обратны на «достаточно хороших»
функциях u (x, t) .
Пусть функции fk(x) (k = 0, . . . , n–1) из начального условия (5) та-
ковы, что существуют их преобразования Фурье (Fxfk) (σ). Применяя к
обеим частям уравнения (1) преобразование Лапласа (6), учитывая на-
чальные условия (5) и формулу преобразования Лапласа частной дроб-














sα (Ltu) (x, s) =
n−1∑
k=0
sα−k−1fk (x) + λ2
∂2
∂x2
(Ltu) (x, s) + µ
∂
∂x
(Ltu) (x, s) .
К обеим частям этого равенства применим преобразование Фурье (7).










(σ, s) = −iσ (Fxω) (σ, s)
приходим к уравнению




sα + λ2σ2 + µiσ
(Fxfk) (σ) (σ ∈ R, s ∈ C) . (10)
Применяя к этому соотношению обратные преобразования Лапласа
(8) и Фурье (9), получим решение u (x, t) исходной задачи (1), (5) в виде
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sα + λ2σ2 + µiσ
(Fxfk) (σ)
])
(x, t) . (11)
Выразим решение (11) в квадратурах. Для этого применим к соот-
ношению (10) обратное преобразование Фурье и использем теорему о
свертке Фурье. По формулам преобразования Фурье равенство (10) при-
мет вид













∗x fk (x) ,
где ∗x – свертка Фурье по переменной x.
Таким образом, по формуле обратного преобразования Лапласа



















где γ∈R – фиксированное действительное число.
Тем самым доказана
Теорема 1. Пусть существуют преобразования Фурье (Fxfk) (σ)
функций fk(x ) (k = 0, . . . , n–1) и интегралы в правой части (12) сходят-
ся. Тогда задача Коши (1), (5) разрешима и ее решение дается формулой
(12).
Решение (11) можно выразить в терминах специальной функции Мит-





Γ (αj + β)
(z ∈ C, α, β > 0) ,
являющейся целой функцией переменной z. Для этого применим обрат-
ное преобразование Лапласа к обеим частям формулы (10). Получим






sα + λ2σ2 + µiσ
)
(t) (Fxfk) (σ) (σ ∈ R, t > 0) .
(13)






sα + λ2σ2 + µiσ
)
(t) = tkEα,k+1
((−λ2σ2 − µiσ) tα) . (14)
Доказательство. Известна формула преобразования Лапласа [2, (1.93)]








sa − 1 (Re (z) > 1) . (15)










sα − 1 . (16)
По свойству умножения аргумента на число,









Используя соотношение (17) с параметром q = (−λ2σ2 − µiσ) 1/α и




((−λ2σ2 − µiσ) tα)) (s) =
=
(−λ2σ2 − µiσ) (k−α)/α Lt(((−λ2σ2 − µiσ) 1/α t)k
×Eα,k+1
(((−λ2σ2 − µiσ) 1/α t)α)) (s) =
=
(−λ2σ2 − µiσ) (k−α)/α · 1














sα + λ2σ2 + µiσ
,
что доказывает лемму.
Используя утверждение леммы, перепишем уравнение (13) в виде




((−λ2σ2 − µiσ) tα) (Fxfk) (σ) ,
5
откуда можно записать представление решения задачи (1), (5) в виде
обратного преобразования Фурье








((−λ2σ2 − µiσ) tα) (Fxfk) (σ) e−ixσdσ. (18)
Таким образом, доказана следующая
Теорема 2. Пусть существуют преобразования Фурье (Fxfk) (σ)
функций fk(x ) (k = 0, . . . , n–1). Задача типа Коши (2), (5) имеет реше-
ние u (x, t) , представленное формулой (18) при условии, что интегралы
в (18) сходятся.
Как уже отмечалось, при α = 1 уравнение (1) представляет собой
уравнение конвекции. В этом случае n = 1, k = 0 и решение (18) задачи
Коши (3), (5) имеет вид




























(σ) · (Fxf0) (σ)
)
(x) . (19)
В соответствии с теоремой о свертке Фурье из формулы (19) получаем











∗x f0 (x) , (20)
что совпадает с известным решением уравнения конвекции (3) [3, (1.1.4)].
Если же µ = 0, то решение (18) принимает вид








(−λ2σ2tα) (Fxfk) (σ) e−ixσdσ
и совпадает с решением дробного диффузионно-волнового уравнения (4),
полученным в работе [4, (20)].
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Ворошилов А.А. Исследование дробного уравнения конвекции
с частной производной Капуто методом интегральных преобра-
зований // Вестн. БГУ. Сер. 1. 2012. N 1.
Рассматривается задача Коши для линейного дифференциального
уравнения с частной производной Капуто дробного порядка α > 0 по вре-
меннoй переменной. Исследуемое уравнение является обобщением урав-
нения конвекции, а также дробного диффузионно-волнового уравнения.
Решение поставленной задачи находится методом интегральных преоб-
разований и выражается в квадратурах в терминах специальной функ-
ции Миттаг – Леффлера.
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